
Àëãîðèòì Åâêëèäà

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b èëè ÍÎÄ(a, b) �
ýòî íàèáîëüøåå ÷èñëî, íà êîòîðîå äåëèòñÿ è a, è b. Åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû.
1. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a± b, b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ N.
2. Íàéäèòå ÍÎÄ(2173, 2419).

3. Íàéäèòå öåëûå ÷èñëà x è y òàêèå, ÷òî 2173x+ 2419y = ÍÎÄ(2173, 2419).

4. Äîêàæèòå, ÷òî min{ax+ by : x, y ∈ Z, ax+ by > 0} = ÍÎÄ(a, b).

5. Îò êëåò÷àòîãî ëèñòà áóìàãè ðàçìåðà a× b îòðåçàþò êâàäðàò ìàêñèìàëü-
íîé ïëîùàäè, ñîäåðæàùèé óãëîâóþ êëåòêó, ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæàþò òó æå

îïåðàöèþ ñ îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ. Òàê äåëàþò, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò.

Âûðàçèòå åãî ñòîðîíó ÷åðåç a è b.

6. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî ÍÎÄ(an − 1, am − 1) = aÍÎÄ(m,n) − 1 ïðè âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ m, n è a > 1.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáè 2n+13
n+7 è 2n2−1

n+1 íåñîêðàòèìû ïðè ëþáîì n ∈ N.
8. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà n, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî n4+1

n2+n+1
òàêæå öåëîå.

9. Íàéäèòå âñå ïàðû (n, d) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ ÷òî d � äåëèòåëü ÷èñ-

ëà n, à nd+ 1 � äåëèòåëü ÷èñëà n2 + d2.

10. Ïóñòü n è d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî d > n > 1 è d | n2 + 1.
Äîêàæèòå, ÷òî d ⩾ n+

√
n+ 1.

11. Íà äîñêå çàïèñàíû äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà: a è b. Êàæäóþ ñå-

êóíäó ìåíüøåå èç çàïèñàííûõ ÷èñåë ñòèðàåòñÿ è âìåñòî íåãî çàïèñûâàåòñÿ

÷èñëî ab
|a−b| . Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íà äîñêå íå áóäóò çàïèñàíû

äâà ðàâíûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ êîãäà-íèáóäü çàâåðøèòñÿ. ×åìó

áóäóò ðàâíû ÷èñëà â ýòîò ìîìåíò?

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

12. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ïðîèçâåäåíèå ab íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ïðî-

ñòîå ÷èñëî p, òî íà p äåëèòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b.

13. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, ðàñêëàäûâà-

åòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé îäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ìíîæèòåëåé.

14. Íàéäèòå âñå òðîéêè (x, p, n) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è n è ïðîñòûõ ÷èñåë p,
äëÿ êîòîðûõ x3 + 3x+ 14 = 2pn.

15. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m òàêèå, ÷òî n5 + n4 = 7m − 1.

16. Íàéäèòå âñå ïàðû (p, q) ïðîñòûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî p5 + p3 + 2 = q2 − q.


